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ВВЕДЕНИЕ
Геометрия – слово греческое, в переводе на русский язык означает землемерие, изучает свойства фигур. Как и любая наука, геометрия делится на разделы:
- Планиметрия (лат. слово, планум - поверхность, плоскость + метрия), раздел геометрии, изучающий свойства фигур на плоскости (треугольник, квадрат, круг, окружность и т.д.).
- Стереометрия (греч, стереос - пространство + метрия), раздел геометрии, изучающий свойства фигур в пространстве (шар, куб, параллелепипед и т.д.).
- Топология (гр. топос - место, местность + логия) является одним из самых «молодых» разделов современной геометрии, в котором изучаются свойства таких фигур, которые не изменяются при деформациях (растяжение, сжатие), не допускающих разрывов и склеивания. 
В наше время эта наука бурно развивается и находит применение в различных областях. Однако ей не уделяется должного внимания в школьном курсе геометрии.
Пример топологии – таинственная лента Мёбиуса, которая имеет самое прямое отношение к математике, а точнее к геометрии. Мне захотелось как можно больше узнать о ленте Мёбиуса еще и потому, что эту ленту часто называют загадочной.

Цель работы: исследование поверхности ленты Мёбиуса и её свойства.
Задачи: 
- изучить сведения о ленте Мёбиуса;
- исследовать опытным путем свойства ленты Мёбиуса;
- показать применение ленты Мёбиуса в жизни;
Гипотеза: лента Мёбиуса обладает неожиданными свойствами.
Объект исследования: лента Мёбиуса.
Предмет исследования: свойства ленты Мёбиуса.
Методы и приёмы: поиск, анализ, синтез информации, обобщение, систематизация, эксперимент.
Новизна работы заключается в изучении теоретического материала по теме «Топология»,  не изучаемого в школьном курсе геометрии.

[bookmark: _Toc410509514]


1. ИСТОРИЯ СОЗДАНИЯ ЛЕНТЫ МЁБИУСА

"Где начало того конца, которым оканчивается начало?"
К. Прутков
Лента Мёбиуса была обнаружена независимо немецкими математиками Августом Фердинандом Мёбиусом (рис. 1) и Иоганном Бенедиктом Листингом в 1858г. 
 (
Рис. 
1
)[image: ]Лист Мёбиуса относится к числу «математических неожиданностей». Рассказывают, что открыть свой  «лист» Мёбиусу помогла служанка, сшившая однажды неправильно концы ленты. 
Как бы то ни было,  но в 1858 году Лейпцигский профессор Август Фердинанд Мёбиус (1790 – 1868), ученик К.Ф. Гаусса,  астроном и геометр, послал в Парижскую академию наук работу, включавшую сведения об этом листе.  Семь лет он дожидался рассмотрения своей работы и, не дождавшись, опубликовал ее результаты. 
Лента Мебиуса положила начало новой науке – топологии.  Слово это придумал Иоганн Бенедикт Листинг, профессор Геттингенского университета, который почти в тоже время (1862 году), что и его Лейпцигский коллега, предложил в качестве первого примера односторонней поверхности уже знакомую нам, единожды перекрученную, ленту. 
Топология (гр. топос - место, местность + логия) является одним из самых «молодых» разделов современной геометрии, изучающий: в самом общем виде — явление непрерывности и свойства таких фигур, которые не изменяются при деформациях (растяжение, сжатие), не допускающих разрывов и склеивания.
Наука эта молодая и потому озорная. Иначе не скажешь о тех правилах игры, которые в ней приняты. Любую фигуру тополог имеет право сгибать, скручивать, сжимать и растягивать – делать с ней всё что угодно, только не разрывать и не склеивать. И при этом он будет считать, что ничего не произошло, все её свойства остались неизменными. Для него не имеют никакого значения ни расстояния, ни углы, ни площади
 (
Рис. 
2
)[image: Что такое лента Мёбиуса и зачем ее надо резать?]Что же поразило этих двух немецких профессоров? А то, что у листа Мёбиуса – всего одна сторона (рис.2). Мы же привыкли к тому, что у всякой поверхности, с которой мы имеем дело (лист бумаги, велосипедная или волейбольная камера) – две стороны. 
Убедиться в односторонности листа Мёбиуса несложно: начните постепенно окрашивать его в какой-нибудь, начиная с любого места, и по завершении работы вы обнаружите, что весь он полностью окрашен. 
Если на внутреннюю сторону простого кольца посадить паука, а на внутреннюю сторону муху и разрешить им ползать как угодно, запретив лишь переползать через края кольца, то паук не сможет добраться до мухи. А если их обоих посадить на лист Мёбиуса, то бедная муха будет съедена, если, конечно, паук бегает быстрее! 

[bookmark: _Toc410509515]1.1. ИЗГОТОВЛЕНИЕ ЛЕНТЫ МЁБИУСА
 (
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)[image: Рисунок1]Для проведения экспериментов потребуются бумажные полосы. В каждом эксперименте будут необходимы два бумажных кольца – одно простое (обычное) и одно перекрученное (лента Мёбиуса).
Простое кольцо сделать просто.
[bookmark: OLE_LINK1]А для изготовления листа Мебиуса возьмем бумажную полоску (рис. 3, рис. 4) – длинный узкий прямоугольник АВСD (удобные размеры: длина 50см, ширина 4см). Перекрутив один конец полоски на 180о, склеим из нее кольцо (т.е. соединим точки А и С, В и D).  Получилось знаменитое в математике бумажное кольцо (рис.5). Такое кольцо и называют –  "Лист Мёбиуса".
[image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0034.jpg]         [image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0020.jpg]             [image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0033.jpg] 
Рис. 4
[bookmark: _Toc410509516]
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)[image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0032.jpg]1.2. ИЗУЧЕНИЕ СВОЙСТВ ЛЕНТЫ МЕБИУСА
Для изучения свойств ленты Мёбиуса мы провели несколько экспериментов.
Итак, это сам лист Мёбиуса:


 (
Рис. 
6
)[image: DSC02684]Эксперимент 1. 
Лента Мёбиуса имеет только одну сторону: 
возьмем фломастер и начнем закрашивать ленту в каком-нибудь направлении. Вскоре вернемся в то место, откуда начали (рис. 6). 
	Закрашенной оказалась вся лента целиком! А ведь мы ее не переворачивали, чтобы закрасить с другой стороны. Да и не смогли бы перевернуть, даже если бы очень захотели. 
Вывод: поверхность ленты Мебиуса – односторонняя.
Эксперимент 2. 
Удивительные превращения ленты: если разрезать ее вдоль. Сначала разрежем посередине. Сейчас получиться два отдельных кольца. Но что это? Вместо двух колец получается одно! Причем оно больше и тоньше первоначального кольца (рис.7).
                      [image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0029.jpg]   [image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0025.jpg]
Рис. 7

Эксперимент 3. Если разрезать ленту на расстояние 1/3 ее ширины от края, то получиться два кольца. Но! Одно большое и сцепленное с ним маленькое (рис.8): 
[image: C:\Users\Пользователь\Desktop\НПК_Калейдоскоп\IMG-20210325-WA0022.jpg]  Рис. 8

1.3. СВОЙСТВА ЛЕНТЫ МЁБИУСА
Изучая свойства ленты Мёбиуса, мы пришли к выводу, что лента Мёбиуса – топологическая фигура, имеет один край и одну сторону, не меняет своих свойств, пока его не разрежут или не склеят.
Лента Мёбиуса обладает следующими топологическими свойствами:
• Односторонность - топологическое свойство листа Мёбиуса, характерное только для него.
 • Непрерывность – с топологической точки зрения круг неотличим от квадрата, потому что их легко преобразовать один в другой, не нарушая непрерывность, На листе Мёбиуса любая точка может быть соединена с другой точкой. Разрывов нет – непрерывность полная. 
• Связность – чтобы разделить квадрат на две части, нам потребуется только один разрез. Но вот чтобы располовинить кольцо, потребуется уже два разреза. Что касается листа Мёбиуса, то количество связей меняется в зависимости от смены количества оборотов ленты: если один оборот – двусвязен и т.д. 
• Ориентированность – свойство,  отсутствующее у листа Мёбиуса. Так, если бы человек смог пропутешествовать по всем по всем изгибам листа Мёбиуса, то когда он вернулся бы в исходную точку, он превратился в своё зеркальное отражение. 

2. ПРИМЕНЕНИЕ ЛЕНТЫ МЁБИУСА В ЖИЗНИ
Несмотря на то, что Мёбиус сделал своё открытие достаточно давно, оно популярно и в наши дни. 
Удивительные свойства ленты Мёбиуса применялись и используются сейчас в технике, физике, оптике. Вдохновлял он на творчество многих писателей и художников.
Любопытно, что лента Мебиуса и сейчас продолжает будоражить умы изобретателей. Во многих странах мира запатентованы на его основе удивительные механизмы.
Лента Мебиуса  повлиял не только на математиков, но и волновал художников, скульпторов, архитекторов и многих других. Много появилось картин, целую серию вариантов можно встретить в скульптуре. Во многих странах мира есть памятники этому необычному объекту.
Лента Мёбиуса в  технике и физике
Для начала надо вспомнить, что на магнитных лентах, закрученных по Мебиусу, объем записываемой информации увеличивается вдвое и проигрывается в два раза дольше. Были созданы особые кассеты, которые дали возможность слушать их с “двух сторон” не меняя местами.
В технике, например, при шлифовании, широко используются мёбиусные ленты. Подобные устройства способны не только шлифовать, но и резать различные материалы, те же граниты и базальты.
Эта лента отлично работает при обвязке и переноске грузов в портах. Ленты конвейеров для перемещения горячих материалов, если их вывернуть по Мебиусу, будут по очереди «отдыхать» от раскаленных материалов. В итоге охлаждение ленты улучшается, а лента равномерно изнашивается значит, и служить она будет дольше. Это даёт ощутимую экономию.
 (
Рис. 
9
)[image: 3939637_mebius5 (700x332, 51Kb)]Если у ременной передачи ремень сделать в виде листа Мёбиуса (рис. 9), то его поверхность будет изнашиваться вдвое медленнее, чем у обычного кольца.
А лет восемнадцать назад ленточке нашли совсем другое применение - она стала играть роль пружины, вот только пружины особенной. Как известно взведённая пружина срабатывает в противоположном направлении. Лента Мёбиуса же, поправ все законы, направления срабатывания не меняет, подобно механизмам с двумя устойчивыми положениями. Такая пружина могла бы стать бесценной в заводных игрушках – её нельзя перекрутить, как обычную – своего рода вечный двигатель. 
[image: http://textarchive.ru/images/1476/2951126/13317037.jpg]Технические применения ленты Мёбиуса:
 (
Рис. 
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)[image: http://textarchive.ru/images/1476/2951126/4fdaa318.jpg]Полоса ленточного конвейера выполняется в виде ленты Мёбиуса, что позволяет ему работать дольше, так как вся поверхность ленты изнашивается равномерно. Также в системах записи на непрерывную плёнку применяются ленты Мёбиуса (чтобы удвоить время записи). Во многих матричных принтерах красящая лента также имеет вид листа Мёбиуса для увеличения её ресурса.
Физики утверждают, что все оптические законы основаны на свойствах ленты Мебиуса, в частности отражение в зеркале – это своеобразный перенос во времени, краткосрочный, длящийся сотые доли секунды, ведь мы видим перед собой зеркального своего двойника.
Силовая конструкция (квадратная), мешалка (большая круглая), винты, испытывающиеся на модели судна (два маленьких круглых), трансформатор (рис.10).
Лента Мёбиуса в природе и в жизни
Есть гипотеза, что спираль ДНК сама по себе тоже является фрагментом ленты Мёбиуса (рис. 11, рис. 12) и только поэтому генетический код так сложен для расшифровки и восприятия. Больше того – такая структура вполне логично объясняет причину наступления биологической смерти – спираль замыкается сама на себя и происходит самоуничтожение.
[image: 3939637_Risynok6 (301x382, 21Kb)]    [image: 3939637_Risynok7 (700x423, 50Kb)]
                      Рис. 11                                                   Рис. 12
        
Лента Мёбиуса в искусстве.
[image: http://textarchive.ru/images/1476/2951126/m614d0af.jpg]Лента Мебиуса  волновал художников, скульпторов, архитекторов и многих других. Много появилось картин, целую серию вариантов можно встретить в скульптуре. Во многих странах мира есть памятники этому необычному объекту (Приложение № 1).
 (
Рис. 
13
)Лента Мёбиуса служил вдохновением для скульптур и для графического искусства. Целую серию скульптур в виде листа Мебиуса создал скульптор Макс Билл. Довольно много разнообразных рисунков оставил Мауриц Эшер. Особенно интересна гравюра с изображением муравья, ползающего по Ленте Мебиуса (Приложение № 2).
 Международный символ переработки представляет собой Лист Мёбиуса (Приложение 3).
Лента Мёбиуса также постоянно встречается в научной фантастике, например, в рассказе Артура Кларка Стена Темноты. Иногда научно – фантастические рассказы предполагают, что наша вселенная может быть некоторым обобщенным листом Мёбиуса (рис. 13). В рассказе автора А.Дж. Дейча, бостонское метро строит новую линию, маршрут которой становится настолько запутанным, что превращается в ленту Мёбиуса, после чего на этой линии начинают исчезать поезда, появляясь снова только через несколько месяцев.
А Козьма Прутков подарил читателям афоризм: "Где начало того конца, которым оканчивается начало?"
В 1923 году выдан патент изобретателю Ли де Форесу, который предложил записывать звук на киноленте без смены катушек, сразу с двух сторон. Придуманы кассеты для магнитофона, где лента перекручивается и склеивается в кольцо, при этом появляется возможность записывать или считывать информацию сразу с двух сторон, что увеличивает ёмкость кассеты и соответственно время звучания.
В 1969 году советский изобретатель Губайдуллин предложил бесконечную шлифовальную ленту в виде листа Мёбиуса. В 1971 году изобретатель с Урала Чесноков П.Н. применил фильтр в виде листа Мёбиуса.
Лента Мёбиуса понравилась не только математикам, но и фокусникам. Более 100 лет лист Мёбиуса используется для показа различных фокусов и развлечений. 
Удивительные свойства листа демонстрировались даже в цирке, где подвешивались яркие ленты, склеенные в виде листов Мёбиуса. Фокусник закуривал сигарету и горящим концом дотрагивался до средней линии каждой ленты, которая была выполнена из калийной селитры. Огненная дорожка превращала первую ленту в более длинную, а вторую - в две ленты, продетая одна в другую. (В этом случае фокусник разрезал лист Мёбиуса не посередине, а на расстоянии в одну треть его ширины). Мною был изучено проведение фокуса с использованием ленты Мёбиуса (Приложение № 4).
Скольких людей приводили в восторг аттракционы “Американские горки”…
И это только ничтожная часть примеров использования этой удивительной поверхности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Лента Мёбиуса – первая односторонняя поверхность, которую открыл ученый Август Фердинанд Мёбиус. Позже математики открыли еще целый ряд односторонних поверхностей. Но эта – самая первая, положившая начало целому направлению в геометрии, по-прежнему привлекает к себе внимание ученых, изобретателей, художников.
В своей работе мы пыталась описать свойства этой прекрасной поверхности – листа Мёбиуса, показать его значимость на практике, доказать, что лист Мебиуса – топологическая фигура. 
[bookmark: _GoBack]На основании проведённой работы я пришла к следующим выводам:
1. Лист Мёбиуса – топологический объект.  
Как и любая топологическая фигура, лист Мёбиуса не меняет своих свойств, пока её не разрезают, не разрывают или не склеивают его отдельные куски.
2. Лист Мёбиуса находит многочисленные применения в науке, технике и изучении свойств,   Вселенной.
Лента Мёбиуса вдохновляет многих художников на создание известных скульптур и картин. Удивительные свойства листа Мёбиуса порождают множество научных трудов, изобретений (весьма полезных и совершенно нереальных).
Я смогла получить и изучить интересный математический материал. Своими результатами исследования о листе Мебиуса я поделилась со своими одноклассниками. Думаю, что это их заинтересовало. Вообще я считаю, что моя работа будет интересна любителям математики для расширения математического кругозора. Ее можно использовать учителям математики, как на уроках, так и во внеклассной и кружковой работе.
Конечно же, главная ценность листа Мёбиуса состоит в том, что он дал толчок новым обширным математическим исследованиям. Именно поэтому его часто считают символом современной математики.
Мною не исчерпаны опыты с листом Мёбиуса. Они бесконечны, интересны и зависят от собственного терпения. 
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Приложение № 1

Целую серию вариантов листа Мёбиуса
можно встретить в скульптуре
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Монумент у здания Президиума Национальной академии наук в Минске
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Проект новой библиотеки в Астане, Казахстан
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Приложение № 2
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Мауриц Эшер
Гравюра с изображением муравья, ползающего по Ленте Мёбиуса







Приложение № 3
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Международный символ переработки 
представляет собой Лист Мёбиуса










Приложение № 4
ФОКУСЫ С ЛИСТОМ МЕБИУСА
Бумажные кольца
Хорошо всем известный «лист Мёбиуса» используется на протяжении последних 75 лет для многих фокусов. В одном из них показывающий вручает зрителю три больших бумажных кольца, каждое из которых получилось путем склеивания концов длинной бумажной ленты. Зритель разрезает ножницами первое кольцо вдоль ленты посередине, пока не вернется в исходную точку. В результате получаются два отдельных кольца. Разрезая таким же образом второе кольцо, он получает, к своему удивлению, не два кольца, а одно, которое вдвое длиннее исходного. Наконец, разрезая третье, он снова получает поразительный результат: два кольца, сцепленных друг с другом. Результат этого фокуса зависит от того, как были сомкнуты концы ленты перед склейкой. 
 (
Рис. 
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)[image: img017]Первое наше кольцо получилось путем простого соединения концов ленты без перекручивания. Второе кольцо (его называют листом Мёбиуса) получается при соединении концов ленты, перекрученной один раз на 1800. Одним из наиболее любопытных свойств этой поверхности, имеющей только одну сторону и один край,  является то, что, разрезая ее вдоль посередине, мы получаем одно большое кольцо, если же разрезать его не посередине, а на расстоянии в одну треть ширины от края, то получается два кольца: одно большое и сцепленное с ним маленькое. Третье кольцо получилось при разрезании ленты, концы которой перекручивались перед склейкой дважды, т. е. на 360°.
В другом варианте фокуса, кольцо разрезается на два отдельных кольца, одно из которых при разрезании посередине превращается тоже в два отдельных кольца, а другой — в одно большое. 
Оригинальный метод приготовления кольца для такого фокуса показан на рис. 1, а его улучшение — на рис. 2. Для склеивания концов употребляется какой-нибудь быстросохнущий клей.
Способ приготовления бумажной ленты, при котором после двух разрезов получается цепочка из трех сцепленных колец.
Если изготовить кольцо так, как показано на рис. 3, то после первого разрывания (разрезания) получится большое кольцо, размер которого вдвое больше первоначального, а второе разрывание даст кольцо вчетверо длиннее исходного. Другой вариант изображен на рис. 4, первое разрывание дает одно большое кольцо, а второе — два сцепленных.
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Рис.3
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Рис.4


Можно придумать и другие комбинации. Например, после разрывания кольца, изображенного на рис. 9, получаются два отдельных кольца. Разрывание одною из них дает цепочку из трех колец, разрывание другого — одно большое кольцо. Это последнее кольцо можно разрывать еще раз, причем получится еще большее кольцо.
Если трижды перекрученную ленту продеть сквозь перстень, склеить концы, а затем разрезать или разорвать вдоль посередине, то получится одно большое кольцо с узлом, завязанным вокруг перстня.
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