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I. Введение.
Математическое образование, получаемое в общеобразовательной школе, является важнейшим компонентом общего образования и общей культуры современного человека. Практически все, что окружает современного человека – это все так или иначе связано с математикой. А последние достижения в физике, технике и информационных технологиях не оставляют никакого сомнения, что и в будущем положение вещей останется прежним. Поэтому решение многих практических задач сводится к решению различных видов уравнений, которые необходимо научиться решать. 

Цель исследования: изучить различные способы решения кубических уравнений и понятие комплексного  числа

Объект исследования:

Кубические уравнения
Задачи исследования :
1. Изучить различные способы решения кубических уравнений
2.Изучить теорию комплексных чисел.

3.Применение изученного материала  на практике:

а) разложение многочлена на множители.

б) решение кубических и  квадратных уравнений.

в) исследование функций и построение графиков.

Данная работа является попыткой обобщить и систематизировать изученный материал по решению кубических уравнений. Хотя уравнения высоких степеней в общем случае неразрешимы в радикалах, да и формулы Кардано  для уравнений третьей и четвертой степеней в школе не проходят.  но уже планируется включение в КИМ ЕГЭ математики профильного уровня задания с комплексными числами, а с ними мы сталкиваемся когда  при решении уравнений невозможно  ограничиваться только действительным решением, считаю, что иначе  решение уравнения просто не законченно. Ведь если в уравнении нет действительных корней, то это еще не значит, что оно не имеет решений. Квадратные корни из отрицательных чисел- мнимые или комплексные числа,  неизбежно возникают при решении кубического уравнения по способу Кардано, даже если такое уравнение имеет три действительных корня. 

Историческая справка

            Дошедшие до нас источники свидетельствуют, что древние ученые владели какими-то общими приемами решения задач с неизвестными величинами. Однако ни в одном папирусе, ни в одной глиняной табличке не дано описания этих приемов. Авторы лишь изредка снабжали свои числовые выкладки скупыми комментариями типа: "Смотри!", "Делай так!", "Ты правильно нашел". В этом смысле исключением является "Арифметика" греческого математика Диофанта Александрийского (III в.) – собрание задач на составление уравнений с систематическим изложением их решений.

Однако первым руководством по решению задач, получившим широкую известность, стал труд багдадского ученого IX в. Мухаммеда бен Мусы аль-Хорезми. Слово "аль-джебр" из арабского названия этого трактата – "Китаб аль-джебер валь-мукабала" ("Книга о восстановлении и противопоставлении") – со временем превратилось в хорошо знакомое всем слово "алгебра", а само сочинение аль-Хорезми послужило отправной точкой в становлении науки о решении уравнений.

К концу XIV века европейские математики по​знакомились с основными достижениями антич​ной, арабской и индийской науки, однако сами еще не внесли существенного вклада в развитие математики. В частности, в вопросе решения уравнений знания ограничивались квадратными уравнениями и системами уравнений, приводив​шими к решению квадратных уравнений. Из ку​бических и других уравнений высших степеней удавалось решить лишь некоторые.
Сложилось мнение, что все значительные ре​зультаты в математике уже достигнуты. Поэтому открытие итальянскими математиками в XVI веке способа решения любых кубических уравнений произвело огромное впечатление на ученых того времени. Убедившись, что труды древних далеко не исчерпали возможностей науки, европейские математики стали активно заниматься научными исследованиями.
Первым способ решения кубических уравнений нашел итальянец Сципион дель Ферро (1465— 1526) — профессор из Болоньи. Узнав об этом, другой итальянец — венецианский математик Никколо Тарталья (1499-1557), готовясь в 1535 году к математическому поединку с одним из учеников дель Ферро, самостоятельно вывел фор​мулу корней кубического уравнения. Как и его предшественник, Тарталья не стал сообщать о своем открытии — владение «секретом» позволя​ло добиваться побед в конкурсах на занятие про​фессорских должностей — интересная особен​ность того времени.
Впервые формулу корней кубического уравнений вида       х3 + рх + q = 0  опубликовал в 1545 году миланский врач и математик Джеронимо Кардано в своем большом математическом труде «Великое искусство». 

II Основная часть.

2.1. Кубические уравнения.
Если квадратные уравнения умели решать еще математики Вавилонии и Древней Индии, то кубические, т.е. уравнения вида
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, где , [image: image2.bmp]
оказались "крепким орешком". В конце XV в. профессор математики в университетах Рима и Милана Лука Пачоли в своем знаменитом учебнике "Сумма знаний по арифметике, геометрии, отношениям и пропорциональности" задачу о нахождении общего метода для решения кубических уравнений ставил в один ряд с задачей о квадратуре круга. И все же усилиями итальянских алгебраистов такой метод вскоре был найден. 

Способы решения кубических уравнений.

1. Графический.

2. Разложение многочлена на множители, путем деления многочлена на многочлен уголком.

3. С помощью формулы Кардано.

Начнем с упрощения.
Если кубическое уравнение общего вида

[image: image3.png]ax- +bx? +ex +d



, где , [image: image4.bmp]
разделить на a , то коэффициент при x3 станет равен 1. Поэтому в дальнейшем будем исходить из уравнения 

[image: image5.png]


 (1)

Так же как в основе решения квадратного уравнения лежит формула квадрата суммы, решение кубического уравнения опирается на формулу куба суммы:

[image: image6.png]



Чтобы не путаться в коэффициентах, заменим здесь a на  x и перегруппируем слагаемые:

[image: image7.png](x+b) =x" +3bx* +3xb” + b”



 (2)

Мы видим, что надлежащим выбором b, а именно взяв [image: image8.png]


, можно добиться того, что правая часть этой формулы будет отличаться от левой части уравнения (1) только коэффициентом при  x и свободным членом. Сложим уравнения (1) и (2) и приведем подобные:

[image: image9.png](x+b)" +(Q-3b“)x+R -b





Если здесь сделать замену  [image: image10.png]


, получим кубическое уравнение относительно y  без члена с y2 :  [image: image11.png]vo +py+q=0




Итак, мы показали, что в кубическом уравнении (1) с помощью подходящей подстановки можно избавиться от члена, содержащего квадрат неизвестного. Поэтому теперь будем решать уравнение вида 

      [image: image12.png]X" +px +q=0



    (3)

Формула Кардано.
В алгебре доказывается, что существует три корня уравнения (3), а именно:

1) Δ= 
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 > 0  получим один действительный и два комплексных сопряженных корня.

2)При Δ=0, p
[image: image14.wmf]¹

0,  q
[image: image15.wmf]¹

0 уравнение имеет три действительных корня, два из которых совпадают.

3) При Δ<0 получается самый интересный для нас, так называемый «неприводимый» случай когда приходится извлекать корень 3-й степени из комплексных чисел и комплексными оказываются сами кубические корни. Все же именно в данном случае уравнение (3) имеет три действительных различных корня.

Обратимся еще раз к формуле куба суммы, но запишем ее иначе:

[image: image16.png](a+b)” =a” +b” + 3ab(a + b)




.

Сравните эту запись с уравнением (3) и попробуйте установить связь между ними. Даже с подсказкой это непросто. Надо отдать должное математикам эпохи Возрождения, решившим кубическое уравнение, не владея буквенной символикой. Подставим в нашу формулу [image: image17.png]v=93+ b



:
[image: image18.png]a” + b’ + 3abx



, или 

[image: image19.png]3abx —(a” +b”





Теперь уже ясно: для того, чтобы найти корень уравнения (3), достаточно решить систему уравнений 

 [image: image20.png]{a3+b3:—q,




или [image: image21.png]



и взять в качестве  x сумму a и b. Заменой u=a3,v=b3  эта система приводится к совсем простому виду:

[image: image22.png]



Дальше можно действовать по-разному, но все "дороги" приведут к одному и тому же квадратному уравнению. Например, согласно теореме Виета, сумма корней приведенного  квадратного уравнения равна коэффициенту при  x со знаком минус, а произведение – свободному члену. Отсюда следует, что u  и v - корни уравнения

[image: image23.png]< 4qt—(p/3)





Выпишем эти корни:

[image: image24.png]



Переменные a и b равны кубическим корням из t1 и t2 , а искомое решение кубического уравнения (3) – сумма этих корней:

 [image: image25.png]



Эта формула известна как формула Кардано.

Пример 1. Решить уравнение
У3-Зу2 + 9у -14 = 0.
Решение. Сначала с помощью замены у на х+1 избавимся от члена, содержащего вторую степень переменной:
у3 – 3у2 + 9у - 14 =  (х+1)3 - 3(х+1)2 + 9(х +1) -14 = x3+ 3х2 + 3х+1-3х2-6x-3 + 9x + 9-14 = х3+6х-7.
[image: image1.png]ax- +bx? +ex +d



Мы получили уравнение х3+6х-7=0. Исследуем это уравнение. Представим уравнение х3+6х-7=0  в виде: х3= - 6х+7.

Построим в одной координатной плоскости графики двух функций: у=х3 и 
у= -6х+7 (рис.1)
Из рисунка  видно, что графики у=х3  и у=-6х+7 пересекаются в одной точке, значит кубическое уравнение х3+6х-7=0 имеет один корень, который найдем, используя формулу Кардано:
Рис.1
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Конечно, этот корень намного легче получить, заметив, что сумма коэффициентов многочлена х3 +6х-7 равна нулю.
Найдя один корень, мы можем с помощью деления уголком на х-1 или с помощью схемы Горнера разложить многочлен х3 + 6х-7 на множители:
х3 + 6х -7 = (х-1) (х2+х +7).
Поскольку второй множитель в нуль не обращается, можно сделать вывод о единственности найденного корня. Значит, исходное уравнение имеет единственный корень у = 2.
О т в е т: 2.
Пример 2. Решить уравнение х3-6х-4 = 0.

Решение: 

Решим это кубическое уравнение с помощью формулы Кардано:

[image: image76.png]


х=
[image: image26.wmf].
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Формула «выдала» выражение, которое не имеет смысла, — не существует действительного числа, квадрат которого равен -4. Однако само уравнение, конечно, имеет корни. При этом нетрудно, построив, например, график функции у = х3-6х-4, убедиться в том, что у этого уравнения их три (рис.2 ). Исследуем это уравнение. 
Представим его в таком виде: х3=6х+4. Построим в одной координатной плоскости графики двух функций: у=х3 и у=6х+4.
Из рисунка видно, что графики функций у=х3 и у=6х+4 пересекаются в трех точках, значит, данное кубическое уравнение имеет три корня. Можно отыскать число -2, которое является корнем этого уравнения и, разложив левую часть на мно​жители:
х3 - 6х - 4 = (х+2)(х2-2х-2), найти еще два его корня:  
1 +
[image: image27.wmf]3

     и  1-
[image: image28.wmf]3

 .
Ответ:-2, 1+
[image: image29.wmf]3

, 1-
[image: image30.wmf]3

.

2.2.Комплексные числа.

Но, решая уравнение с помощью формулы Кардано, я столкнулась с такой проблемой, как извлечение квадратного корня из отрицательного числа. Возникшая проблема требовала расширения понятия числа за счет введения новых чисел и действий над ними. Такими числами являются комплексные.

 Идея Р. Бомбелли: Действовать с корнями из отрицательных чисел по тем же правилам, что и действительными.

Ввелись понятия:

Мнимая единица- это число квадрат, которого равен –1.

Выражение вида a+ bi , где a и b- действительные числа, а I – мнимая единица, называют комплексным числом.

       Проблема, возникшая в связи с использованием формулы Кардано, требовала расширение понятия числа за счет введения новых чисел и правил действия с ними. Однако Кардано этого сделать не удалось. Успех пришел к другому итальянскому математику и инженеру Рафаэлю Бомбелли. В  книге «Алгебра»  (1572) он подробно рассмотрел различные случаи, которые встречаются при решении кубических уравнений. Идея Бомбелли была гениально проста: действовать с корнями из отрицательных чисел по тем же правилам, что и с действительными числами.
       Знакомство с этими новыми числами, получившими, в конце концов, название комплексных, мы начнём с решения квадратных уравнений. Ведь именно при их решении впервые встретился квадратный корень из отрицательного числа.

      Используя формулу корней для решения квадратного уравнения   х2-4х+13=0:

Х1,2=2±
[image: image31.wmf]13
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  До сих пор мы считали, что такие выражения не имеют смысла. Действительно, ни среди рациональных, ни среди иррациональных чисел нет числа, квадрат которого равен числу -9, а следовательно, данное уравнение не имеет действительных корней. 

      Попробуем теперь рассматривать выражения, содержащие квадратные корни из отрицательных чисел, применяя к ним, как Р.Бомбелли, те же правила действий, что и к действительным числам.

      Прежде всего, заметим, что квадратный корень из отрицательного числа можно представить в виде произведения действительного числа и квадратного корня из числа -1, например: 
[image: image33.wmf]9
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 Выражение     
[image: image36.wmf]1

-

 по предложению Леонардо Эйлера стали обозначать буквой i и называть мнимой единицей.

   2.2.1 Комплексные числа и их свойства           

Мнимая единица – это число, квадрат которого равен 

-1:i2=-1

Используя это обозначение, можно записать, что х1,2=2±
[image: image37.wmf]9

-

=2±3i.

 Каждое из выражений 2+3i и 2- 3i состоит из двух частей: действительной (число 2) и мнимой( соответственно 3i , -3i).

Выражение вида a+bi, где a и b – действительные числа, а i – мнимая единица, называют комплексным числом. 

      Если коэффициент b мнимой части комплексного числа равен нулю, то получается действительное число а. при а=0 комплексное число a+bi  называют мнимым.
      Равенство двух комплексных чисел означает равенства их действительных частей и коэффициентов их мнимых частей:

[image: image77.png]Za
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а=с, b=d
Проверим теперь, что число 2-3i действитель​но является корнем уравнения х2-4х +13 = 0, то есть что
(2-Зi)2 - 4(2-3i) +13 = 0. Раскроем скобки в левой части равенства:
(2-3i)2-4(2-3i) +13 = 4-12i+9i2-8+12i+13. Заменим  i2 числом -1 и приведем подобные члены:
4-12i +9i2-8 +12i+ 13 = 4-12i-9-8+12i+13 = 0.
 Аналогично можно убедиться и в том, что мни​мое число 2 + 3i тоже является корнем этого уравнения.
    Введение комплексных чисел сняло ограниче​ние с дискриминанта квадратного уравнения — каждое квадратное уравнение имеет комплексный корень. Вообще,

 Любое целое рациональное уравнение имеет комплексный корень.

    Это утверждение — основная теорема алгеб​ры. Из нее, в частности, следует, что многочлен степени п с комплексным переменным z мож​но представить в виде произведения п линейных множителей:
Рn(z) = а0zn + a1zn-1 +…+ an-1 z + an = a0(z-z1)(z-z2)…(z-zn-1)(z-z2), где z1,z2,…,zn – комплексные корни многочле​на, причем необязательно различные.
Доказать это можно с помощью теоремы Безу3, по которой и на множестве комплексных чисел  Pn(z)=(z-z0)Qn-1, где Pn(z) и Qn-1(z) - мно​гочлены степени п и п — 1 соответственно, а z0- корень многочлена Pn(z).
Основная теорема алгебры была сформулиро​вана в XVII веке, первое строгое доказательство было дано в конце XVIII века Карлом Гауссом.

       С тех пор были опубликованы десятки различ​ных доказательств. Чисто алгебраического спосо​ба доказательства этой теоремы не существует — приходится использовать методы математическо​го анализа, что говорит о неразрывности матема​тической науки в целом.
Скажем несколько слов о Карле Фридрихе Га​уссе (1777—1855), или, как его часто называют, о короле математиков. Он родился в бедной крес​тьянской семье. Способности к математике у него проявились очень рано, по этому поводу он сам шутя говорил, что складывать научился раньше, чем говорить. Увлекаясь и филологией, и мате​матикой, в 19 лет Гаусс выбрал математику, где им было уже сделано открытие — построение циркулем и линейкой правильного семнадцати-угольника.
[image: image39.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]
Спонсорство его учителя начальных классов, которого Карл поразил, почти мгновенно вычис​лив сумму натуральных чисел от 1 до 100, дало воз​можность Гауссу окончить Гёттингенский универ​ситет. В этом университете он всю жизнь и прора​ботал профессором и директором обсерватории. Работы Гаусса оказали огромное влияние на раз​витие алгебры, теории чисел, дифференциальной геометрии, теории тяготения, теории электриче​ства и магнетизма, геодезии и др. После смерти Гаусса издано 12 томов его сочинений, но до сих пор многие исследования не опубликованы.
Геометрическое представление комплексных чисел.

Комплексное число можно изобразить на координатной прямой в виде вектора. Координаты вектора являются, соответственно, действительной частью и коэффициентом мнимой части комплексного числа. При такой интерпретации сумма двух комплексных чисел изображается вектором, равным сумме векторов, а разность- вектором разности соответствующих векторов.

Сам термин «мнимые числа» отражает отноше​ние к ним математиков XVI—XVIII веков. Это отношение изменилось лишь в XIX веке после работ Весселя, Аргана и Гаусса, которые нашли комплексным числам и действиям с ними про​стое геометрическое истолкование.
Комплексное число z=a+bi можно изобра​зить на координатной плоскости в виде вектора ОМ (рис.3). Координаты a и bi вектора ОМ являются, соответственно, действительной частью и коэффициентом мнимой части комплексного числа z. При этом каждому комплексному числу соответствует некоторый вектор, а различным комплексным числам соответствуют различные векторы.
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                          Рис.3
     Рис.4

   С другой стороны, координаты любого векто​ра можно рассматривать как действительную часть и коэффициент мнимой части некоторого комплексного числа.
При такой интерпретации сумма двух ком​плексных чисел изображается вектором, равным сумме векторов (рис. 4), а разность двух ком​плексных чисел — вектором, равным разности соответствующих векторов .
Тригонометрическая форма комплексного числа.

Если начала всех векторов, имеющих модуль, равный  r,  поместить в точку O (0; 0),  то их концы образуют окружность радиуса r с цент​ром в начале координат (рис. 5). Каждый из этих векторов, например ОМ (рис. 6), может быть получен в результате поворота вектора ОА во​круг начала координат на угол ф, который назы​вают аргументом комплексного числа z и обо​значают argz (заметим, что таких углов беско​нечно много и они отличаются друг от друга на 2лk, k € Z). Тогда х = rcosф, у = rsinф и, следовательно:
Z = х+yi = rcosф+ (rsinф)i = r(cosф + isinф).
                                       [image: image41.jpg]



                                 Рис. 5                                                                Рис. 6

Выражение r(cosф+isinф) называют триго​нометрической формой комплексного числа.
Теперь покажем на примере квадратного урав​нения х2-4х+ 13 = 0, что в случае комплексных корней верны формулы Виета. Сумма корней дан​ного уравнения должна быть равна числу 4:
(2 – 3i) + (2 + 3i) = 2 – 3i + 2 + 3i = 4, а произведение — числу 13:
(2 – 3i)(2 + 3i) = 22 – (3i)2 =
= 4 – 9i2 = 4 + 9 = 13.
Во всех рассмотренных примерах с комплекс​ными числами производились арифметические действия.
2.2.2 Арифметические действия с комплексными числами.

1.Сложение.

2. Вычитания.

3. Умножение

4.Деление.

Результат арифметических действий с ком​плексными числами можно представить в виде комплексного числа 

х + yi, где x и у — дейст​вительные числа:
1) (а + bi) + (с + di) = a + bi + c + di =
= (а + с) + (b + d)i;
2) (а + bi) - (с + di) = a + bi-c-di =
= (a - с) + (b- d)i;
3) (а + bi)(с + di) = ас + bci + adi + bdi2 =
= ас + bci + adi - bd= (ас - bd) + (bc + ad)i;
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где хотя бы одно из чисел с или d должно быть отлично от нуля.
В последнем случае, чтобы получить в зна​менателе действительное число, мы умножили числитель и знаменатель на комплексное число с-di, отличающееся от знаменателя с + di только знаком коэффициента мнимой части.
Комплексные числа z=c+di и z=c-di называют сопряженными. 
Прием умножения числителя и знаменателя дроби на сопряженное знаменателю число часто используется в преобразованиях выражений с комплексными числами.
Пример 3. Упростить выражение 
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Решение: 
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                           Ответ: 
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В тригонометрической форме с комплексны​ми числами намного удобнее выполнять умноже​ние, деление, возведение в степень и извлечение корня.
Пусть даны два комплексных числа:
u = 6(cos30o + isin30°) и v = 2(cosl5o + isinl5°). Найдем произведение этих чисел:

uv = (6(cos30° + isin30°))(2(cos 15° + isin 15°)) =

=6 • 2 • (cos30° cos 15° + isin 30°cos 15° + icos30°sin 15° + +i2sin30°sin 15°)=6•2•((cos30ocosl5°-sin 30°sinl5°)+ +i(sin30ocosl5°+cos 30°sin 15°)) =
=6•2•(cos(300+150)+isin(300+150))=6 2+6i 2
     При умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а  аргументы складываются.
Вспомним теперь, что разделить число и на число v — значит найти такое число z, что zv = и. Пусть модуль числа z равен r, а его аргумент равен ф. Тогда r•2=6 и ф+15°= 30°.
Отсюда r= - = 3 и ф=30°-15°= 15°, то есть z= 3(cosl5° + isin 15°).
       При делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются.
При умножении и делении комплексных чи​сел их аргументы ведут себя так же, как показате​ли степеней с одинаковыми основаниями:
ах• аy = ах+у, ах : ау = ах-у.
Это сходство навело Леонардо Эйлера на мысль записать комплексное число в виде степени в так называемой показательной форме z=reiф. Так появилось тождество Эйлера

            eiф=cosф+isinф
Это тождество и легко получаемые из него формулы

сosф=  
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нашли широкое применение в математике. В знак уважения к их создателю первую букву его фами​лии стали использовать для обозначения числа е.
Леонард Эйлер (1707—1789) родился в Швей​царии в семье пастора. В 1720 году поступил в университет, где уже в 17 лет был удостоен степе​ни магистра искусств за речь, посвященную срав​нению философии Р. Декарта и И. Ньютона. В 19 лет опубликовал в журнале свою первую науч​ную работу.
С 1727 года и до конца жизни работал в Пе​тербургской академии наук. Леонард Эйлер — великий ученый, сделавший открытия во всех из​вестных ему разделах математики и механики, теории упругости, математической физике, оп​тике, теории музыки, теории машин и др. Эйлер написал первые учебники по математическому анализу. Математический аппарат он разрабаты​вал для решения проблем естествознания, по​этому около 60% работ Эйлера относятся к ма​тематике, остальные — преимущественно к ее приложениям.
В последние 13 лет своей жизни, потеряв зре​ние, он диктовал свои работы ученикам. Опубли​ковано 70 томов собраний сочинений Эйлера, сроки завершения работы над архивами трудно предсказать. Каждая страна — участница этого международного проекта — получает один эк​земпляр каждого тома, издание выходит малым тиражом и является раритетным.
Отдав должное памяти великого Леонарда Эй​лера, вернемся к действиям с комплексными чис​лами в тригонометрической форме.

Возведение в степень с натуральным показате​лем п сводится к нахождению произведения, в котором п одинаковых множителей. Пусть z = r(cosа + isinа), тогда
Zn = (r(cos a + isin a))n =  (r(cosa+isina))(r(cosa+isina))...(r(cosa+isina)) =
                                             = rn(cosna + isinna).
Формула возведения комплексного числа в сте​пень была выведена А.Муавром в начале XVIII века и носит его имя.
При возведении комплексного чис​ла в степень его модуль возводит​ся в эту степень, а аргумент ум​ножается на показатель степени.
Умение возводить в степень комплексные чис​ла помогает в тригонометрии при вычислении
значений кратных углов.
Пример 7. Найти  cos 5a,   если cosa = 
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Решение. Попробуем выразить cos5a через тригонометрические функции угла a. В этом нам поможет формула Муавра. При n = 5 из нее получаем:
(cosa + isina)5 = cos5a + isin 5a. Раскрываем скобки:
(cosa + isina)5 = cos5a+ 5cos4a • isina +  l0cos3a  (isina)2 + 10cos2a  (isina)3 +5cosa (isina)4 + (isina)5 = cos5a + +5icos4asina - 10cos3a sin2a – 10icos2asin3a + 5cos a sin4a + isin5a =(cosa - 10 cos3a sin2a+ 5cos a sin4a) + i(5cos4asina - 10cos2asin3a + sin5a) и приравниваем действительные части правой и левой частей равенства:
cos5a = cos5a - 10cos3asin2a + 5cosasin4a.
Найдем cosa: cosa =-
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и подставим значения sina и cosa в полученную фор​мулу:

 cos5a=
[image: image52.wmf].
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Ответ:
[image: image53.wmf].
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Нам осталось разобрать, как извлекать корень из комплексного числа. Извлечем, например, кубиче​ский корень из числа и = 27(cos 135° +isin 135°).
Пусть модуль комплексного числа z=
[image: image54.wmf]3
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   ра​вен r, а его аргумент ф, тогда, поскольку   
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= и,получим: r= 27, а 3ф=135°. Отсюда r =  
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27

= 3 
  и     ф = 45°, то есть z = 3(cos 45° +isin45°).
 При извлечении корня из комплексного числа извлекается корень из его модуля, а аргумент делится на показатель степени корня.
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Казалось бы, все просто. Вспомним, однако, что у комплексного числа имеется бесконечно много аргументов, отличающихся на 360°•k , поэтому корень из комплексного числа оказывается не единственным. Так, в рассмотренном примере мы могли в качестве аргумента числа и взять угол 135° + 360° и получить ф2 =      
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   =1650.Если же взять 135° + 2•3600,  то
Ф3=
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=450+2•1200=2850.
Заметим, что аргумент кубического корня из числа и каждый раз увеличивается на 120°, а модуль не изменяется. Геометрически это озна​чает, что соответствующий вектор поворачивает​ся на 120° вокруг начала координат.
Может показаться, что, продолжая прибавлять к аргументу и по 360°, мы будем получать все новые и новые кубические корни. 

Мы встретились с удивительной ситуацией, когда выражение  и имеет три разных значения, а не одно, как мы привыкли при вычислениях с действительными числами.
Аналогично можно показать, что существует четыре различных корня четвертой степени из комплексного числа. Причем концы соответст​вующих им векторов расположены в вершинах квадрата. Вообще,
Существует n различных корней n-й степени из комплексного числа, отличного от нуля.

Вскоре после открытия формулы корней куби​ческого уравнения ученик Кардано Людовико Феррари нашел способ решения произвольных уравнений четвертой степени. Однако для урав​нения пятой степени отыскать такой способ ни​кому не удавалось. Точку в этих поисках поста​вил Нильс Абель, доказав невозможность суще​ствования общих формул корней для уравнений пятой и более высоких степеней.
Нильс Абель (1802—1829) — норвежский мате​матик. Работа об уравнениях пятой степени — лишь одно из его великих достижений. Этими уравнениями он занимался еще в школе, и ему показалось, что он вывел формулу для их реше​ния. Никто в Норвегии не мог проверить доказа​тельство, в котором Нильс сам затем нашел ошиб​ку. В 16 лет Абель по совету своего учителя начал читать труды Ньютона, Эйлера и Лагранжа, а через несколько лет открытия стал совершать он сам. Родившись в многодетной семье пастора, он всю свою короткую жизнь прожил в бедности и умер от туберкулеза в возрасте 27 лет. В мате​матике Нильс Абель оставил видный след, его именем названы интегралы, группы. В королев​ском парке в столице Норвегии г. Осло стоит скульптура сказочного юноши, попирающего двух поверженных чудовищ, которые символи​зируют уравнения пятой степени. По цоколю идет надпись «ABEL».
В заключение скажем несколько слов о расши​рении понятия числа. Каждый раз, от натураль​ных к целым, от целых к рациональным и т.д., приобретались новые более широкие возможно​сти, но были и некоторые потери. Так, напри​мер, работая с натуральными числами, мы могли для каждого числа указать следующее, а перейдя к рациональным, обнаружили, что следующего числа нет, так как между любыми двумя рацио​нальными числами есть третье.
На множестве комплексных чисел мы потеря​ли существенно больше, а именно возможность сравнивать числа, так как нельзя установить, какое из комплексных чисел больше или меньше. Как говорят математики, - нельзя упорядочить множество комплексных чисел.

  Однако для комплексных чисел сохранились основные законы арифметических действий, с которыми вы познакомились ещё в начальной школе: переместительный, сочетательный, разделительные законы, свойства нуля при сложении и единицы при умножении.

  Оказалось, что дальнейшее расширение понятия числа без отказа от некоторых из этих законах невозможно. Этот факт установил В 19 в. Карл Гаусс.

3.Практическая часть. 

Использование комплексных чисел при решении уравнений.

Пример 1. Решить уравнение: х3+15х+124=0.

Решение:

Δ=
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,Δ>0,значит, кубическое уравнение имеет три корня, один из которых действительный и два комплексных сопряженных корня;

Х=-
[image: image62.wmf].
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-4-один из корней данного уравнения.

Разложим левую часть уравнения на множители путем деления многочлена на многочлен уголком, получим уравнение вида х3+15х+124=0

(х+4)(х2-4х+31)=0

х+4=0, или х2-4х+31=0

х=-4,
D1=4-31=-27,
D1<0

х2=2
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х3=2-
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Ответ:-4, 2
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Пример 2.Решить уравнение. х3-12х+16=0.

Δ=
[image: image66.wmf](
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значит, данное уравнение имеет три действительных корня, два из которых совпадают. Найдем эти корни. 

Х=2, 2-один из корней данного уравнения, тогда уравнение примет вид :

(х-2)(х2+2х-8)=0

х-2=0, или х2+2х-8=0

                    D1=1+8=9,D1>0

Х1=2,х2=2, х3=-4.

Ответ:2, 2, -4.

Пример 3.Решить уравнение х3-21х+20=0.

Решение:

Δ=
[image: image67.wmf](
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Δ<0, значит, кубическое уравнение имеет три действительных различных корня. Один из них найдем путем подбора. Так как сумма коэффициентов при неизвестных и свободного члена  равна нулю, то х=1.

(х-1)(х2+х-20)=0 (левую часть данного уравнения разложили на множители путем деления многочлена на многочлен уголком)

х-1=0 или х2+х-20=0.

Х1=1, х2=4, х3=-5.

Ответ:1, 4, -5.

Пример 4. Найти точки пересечения графика функции f(х)=
[image: image68.wmf]3
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Решение: f(х)=0, 
[image: image69.wmf]0
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Х3-12х-9=0

-3-один из корней полученного уравнения.

Разложим левую часть данного уравнения на множители, получим:

(х+3)(х2-3х-3)=0 (путем деления многочлена на многочлен.)

х+3=0 или х2-3х-3=0


D=9+12=21,D>0.

Х1=-3, х2=
[image: image71.wmf].
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(-3;0), 
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-точки пересечения графика функции f(х)=
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Ответ: (-3;0), 
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Вывод: Изученный мною материал имеет большое значение. 

Во-первых, я сейчас могу разложить, практически, любой многочлен на множители. 

Во- вторых, это помогает мне решать уравнения третий степени и др. степеней.

 Большое значение этот материал имеет при изучении таких тем, как « Разложение многочлена на многочлен», «Решение квадратных и кубических уравнений», «Исследование функций и построение графиков.»,  которые встречаются нам в курсе «Алгебра» и «Алгебра и начала анализа».

Заключение.

            Математика, как и любая другая наука не стоит на месте, вместе с развитием общества меняются и взгляды людей, возникают новые мысли и идеи. И XX век не стал в этом смысле исключением. Появление компьютеров внесло свои корректировки в способы решения уравнений и значительно их облегчило. Но компьютер не всегда может быть под рукой (экзамен, контрольная), поэтому знание хотя бы самых главных способов решения уравнений необходимо. Использование уравнений в повседневной жизни – редкость. Они нашли свое применение во многих отраслях хозяйства и практически во всех новейших технологиях.

В данной работе я представила известные мне способы решения кубических уравнений. Большое значение этот материал имеет при изучении таких тем, как « Разложение многочлена на многочлен», «Решение квадратных и кубических уравнений», «Исследование функций и построение графиков»,  которые встречаются нам в курсе «Алгебра» и «Алгебра и начала анализа».
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